Boliim 6: Lojik Denklemlerin Sadelestirilmesi

A. Giris: Karnough (karno) haritalar1 1953 yilinda M. Karnough tarafindan dijital devrelerde
kullanilmak iizere ortaya konmustur. Bu yontemle dijital devreleri en az kapi ile kurmak
miimkiindiir.

Dijital devre denklemleri boolean teoremleriyle sadelestirilebildigi gibi karnough haritasi
yontemiyle de en az elemanli hale getirilebilmektedir.

Karno haritalar1 iyi anlasilirsa, dijital devrelerle ilgili pek cok devre kisa siirede tasarlanabilir.

Karno yonteminde kutulardan olusan diyagramlar kullanilir. Bu yontem genellikle "¢arpimlarin
toplam1" seklindeki lojik denklemlerin sadelestirilmesinde kullanilir. Ancak, istenirse
"toplamlarin ¢arpimi" seklindeki lojik denklemlerin sadelestirme islemi de yapilabilir.

Karno haritas1 yontemi en ¢ok 6 degiskenli lojik denklemlerin sadelestirilmesinde kullanilir.

4 1 degiskenli denklemde: A

4 2 degiskenli denklemde: A, B

4 3 degiskenli denklemde, A, B, C

4 4 degiskenli denklemde, A, B, C, D

U 5 degiskenli denklemde, A, B, C, D, E

1 6 degiskenli denklemde, A, B, C, D, E, F girisleri bulunur.

B. Degisken Sayisina Gore Karno Haritasinin Hazirlanmasi
Hazirlanacak karno haritasindaki kutu sayis1 21 denklemiyle bulunur. (n: Degisken sayisi)

1. Tek Degiskenli Karno Haritasi

Cizelge 6.1'de verilen tek degiskenli karno i A
haritasinda iki kutu vardir. A degiskeni 0 ve 1
degerlerini almaktadir. Kutucuklarin sag alt

>
>
o Xl
-2

. . - . . 0 1 0 1
koseler.mde bulunan egik (italik) yazilmig rakamlar
ise haritanin kutulariin sira numarasini sira no sira no
gostermektedir. Cizelge 6.1: Tek degiskenli karno

haritasinin iki sekilde gdsterilmesi

Not: Tek degiskenli karno haritasi ¢ok basit oldugundan devre sadelestirme islemlerinde
kullanilmaz.

2. iki Degiskenli Karno Haritas:

Iki degiskenli karno haritas1 210 = 22 = 4 kutucuktan olugur. A ve B degiskenleri ¢izelge
6.2'de verildigi gibi kutucuklara yerlesir.

Karno haritasinin iist sirasina A degiskeninin aldig1 0 ve 1 degerleri yazilir. Sol yandaki
stituna ise B degiskeninin aldig1 0 ve 1 degerleri yazilir.

Cizelge 6.2-c'deki haritaya bakilacak olursa, A = 0, B = 0 durumu, bu iki degerin ¢akistigi 0
numarali kutucuga yazilmistir. A =0, B =1 durumu bu iki degerin ¢akistig1 1 numaral kutucuga
yazilir. A ve B'nin diger ihtimalleri de ayni kurala gore 2 ve 3 numarali kutucuklara yazilir.
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B B B

0 B 0| AB|AB
0 2 0 2 0 2

1 B 1| AB | AB
1 Ki 1 Ki 1 Ki

(a) (b) (c)

Cizelge 6.2: iki degiskenli karno haritasinin ti¢ farkli sekilde gésterilmesi

Ornek: Y = A.B + A.B ifadesini karno Ornek: Y = A + A.B ifadesini karno

haritasina yerlestiriniz. haritasina yerlestiriniz.

Coziim: A.B A A A Coziim: Bu N A A
degeri haritaya B\ 0 1 denklemde A'y1 B0 1
yazilirken & = 0 ve _ haritaya aktarirken _ -

_ ' BO A'nin 1 oldugu tiim BO
B =1 olan kutu o g 0 5
secilir. A.B degeri liltulara 1 yazilir. — L J
yazilirkenise A=1 B 1 1‘ 1‘ ABdegeri B1| ) | U
ve B =1 olan kutu T ! T 2 yazilirken ise & =0 l ! l 2
secilir. AB AB ve B =1 olan kutuya AB A

_ 1 yazilir.
Cizelge 6.3 Cizelge 6.4

Ornek: Y = AB + AT ifadesini karno Ornelk: Y = A1 + AB ifadesini karno

haritasina yerlestiriniz. haritasina yerlestiriniz.
A A
- 1
Coziim: BN Coziim: BN 1
0 1 o 1
0 2 0 2
1 1 1 1
1 3 1 3
Cizelge 6.5 Cizelge 6.6

3. Uc¢ Degiskenli Karno Haritasi

Ug degiskenli karno haritas1 21 = 23 = 8 kutucuktan olusur. A, B ve C degiskenleri gizelge
6.7'de verildigi gibi kutulara yerlesir.

AB AB
C 00 01 11 10 C 00 01 11 10
0 o|AB.C|ABC|ABC|ABC
0 2| 6 4 0 2, 6 4

1 1 |AB.c|ABC|ABC|ABC
i 7 5 1 3 7 5

3

(a) (b)
Gizelge 6.7: Ug degiskenli karno haritasinin iki farkli sekilde gosterilmesi
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Ornel: Y = .5.C + AB.C + A.T.C ifadesini karno
haritasina yerlestiriniz.

Coziim: Cizelge 6.8'de gorildiigi gibi,
Y = A.B.C + AB.C + AE.C denklemi 1, 3 ve 5.
kutulara yerlesmektedir.

Ornek: Y = A +A.B.C + B.[C ifadesini karno haritasina
yerlestiriniz.

Coziim: Cizelge 6.9'da verilen haritada goriildiigii gibi,

*A'nin 1 oldugu kutulara 1 yazilir.

*4.B.C yazilirken A =0, B=1, C = 1 olan kutulara 1
yazilir.

*B.i" yazilirken ise B =1 ve {* =0 olan kutulara 1 yazilir.

BL AB.C A
Ornek: Y = LRI +74.B 7 +A.B.C+A BC ifadesini karno Gizelge 6.9
haritasina yerlestiriniz.
Coziim: Cizelge 6.10'da gorildigi gibi, A'BOO 01 1 10
Y = A BC+AB.C+AB.C+HAB.C denklemi 0, 2, 5 ve 7.
kutulara yerlesmektedir. of 1 1
0 2 6 4
1 1|1
4. Dort Degiskenli Karno Haritasi ! 2 : 2
Dért degiskenli karno haritas1 21 = 24 = 16 kutucuktan Cizelge 6.10
olugur. A, B, C ve D degiskenleri sekil 6.4'te verildigi
gibi kutulara yerlesir.
A.B AB
c.D\ 00 01 11 10 cD\_ 00 01 11 10
00 00 | A8 .0 |AB.C.D|ABCD|ARCD
2 4 12 8 0 4 12 8
01 01| A BC.D|AB.C.D|ABTD |ABLCD
1 5 13 9 b 1 13 9
(a) (b)
11 11 [ARC.D[AB.C.D[ABCD|ARCD
3 7 15 11 3 7 15 11
10 10 [AEC.D (A.BCD (A BLC.D [ABCD
2 6 14 10 2 6 14 10

AB
C 00 01 11 10
0
0 2 6 4
1 1 1 1
1 3 7 5
Cizelge 6.8
A.B

C 00 01 11 10

0 1 1) 1

2 6

1 (IP 1 IJ

Cizelge 6.11: Dort degiskenli karno haritasinin iki farkl sekilde gésteriimesi
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Ornek:

Y=A.B+A.B.C.D+B.C
ifadesini karno haritasina
yerlestiriniz.

Coziim:

Y=A.B+A.B.C.D+B.C
denklemi, karno
haritasina yanda
gorildiigi gibi
yerlesmektedir.

5. Bes Degiskenli
Karno Haritasi

Bes degiskenli karno
haritasi

2 =25=32
kutucuktan olusur. A, B,
C, D ve E degiskenleri
cizelge 6.13'te verildigi
gibi kutulara yerlesir.
(Bes degiskenli karno
haritast az kullanilir.)

6. Alt1 Degiskenli

Karno Haritasi

Alt1 degiskenli karno
haritasi 21 = 26 = 64
kutucuktan olusur. A, B,
C,D,EveF
degiskenlerinin yerlesimi
cizelge 6.14'te verildigi
olur. (Alt1 degiskenli
karno haritast az
kullanilir)

C. iki Degiskenli
Denklemin
Dogruluk Tablosu
ve Karno Haritasi
Cizelge 6.15'te iki
degiskenli bir dogruluk
tablosu goriilmektedir.

(]

A.B
A B
c.o 0 01 11 10
aa 1
' il 12 i |
o) b1 1
@) 1l = 13 |
m\\
=X e S OOR BRI
5 i 15 i
orl Hi [l
M a al gl ol
Cizelge 6.12
o =1
[]ufu] aoi 011 010 110 111 101 100
0
L ! | 2 £ I -l 4
o1
il - 1 1 14 25| 13 1%
11
24 e | 27 i | 20 M o a
10
16| i7] k| Lk | iy e | i 0
Cizelge 6.13: Bes degiskenli karno haritasi
AR C=0 L=1
| oG o 11 i W1 a1 oa'
[oo
o}
L)
x . .
il b
10
0
11
.II
= |
oo
Cizelge 6.14
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Cizelgede A ve B girig, Y ¢ikistir. Dogruluk

A
cizelgesine uygun karno haritasi da ¢izelgenin B 0 1
yaninda goriilmektedir. m:‘ - MT 0
o o|n
1. iki Degiskenli Dogruluk s 1
Cizelgesinin Karno Haritasina 3 11

Ge?',“lmesvl . _ Cizelge 6.15: iki degiskenli dogruluk
Verilen dogruluk ¢izelgesinde ¢ikisin 1 cizelgesi ve karno haritasi

oldugu kademeler karno haritasinda uygun yere
konulur. ¥l 0| Gairigler ik

os]]

>> >
@ I

Ornek: Cizelge 6.16'da verilen dogruluk
cizelgesini karno haritasi iizerinde gosteriniz.

13 |1 |=s |2
el i1 k=
FEN N =] P

el =l e E=1=1]

Coziim: Cizelge 6.16'da verilen dogruluk Cizelge 6.16
cizelgesinin karno haritasina aktariligi ¢izelge
6.17'de gosterilmistir. A 1

Ornek: Cizelge 6.18'de verilen ii¢ degiskenli
dogruluk ¢izelgesini karno haritasina aktariniz. 1 1

Coziim: Cizelge 6.18'de verilen dogruluk Cizelge 6.17
cizelgesinin karno haritasina aktarilisi cizelge
6.19'da gosterilmistir.

- - ) '—H
1]
|
=
=l

]

D. Karno Haritalar1 Kullamlarak 0

Lojik Denklemlerin Sadelestirilmesi i)

Lojik denklemler karno haritasiyla
sadelestirilirken haritadaki 1'ler uygun
bileskelere alindiktan sonra bu degerler toplanip
sonu¢ bulunur.

e S
=)

— e 3

=A.B.C

1. iki Degiskenli Lojik Denklemlerin Cizelge 6.18
Karno Haritasiyla Sadelestirilmesi: Bu A5
yontemde su kurallar gecerlidir: c\_ 00 01 11 10

I. icinde 1 olan kutucuklar birli ya da ikili ol 1 1
bileske olusturabilir. 0 2 6 4

I1. Bilegke olugturmanin amaci en sade devreyi 1 1 1
elde etmektir. Buna gore bir kutucuk birden ¢ok 1 3 7 5
bileskeye dahil edilebilir. Cizelge 6.19

III. Bileskeler ancak birbirine komsu kutucuklar arasinda yapilabilir. Capraz bileske
olusturulamaz.
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Yukarida belirtilen kurallara gore bileskeler

olusturulduktan sonra en uygun denklem yazilir.

Bileske sonuclar1 degerlendirilirken, bileskeye dahil olan degiskenlerin durum degistirip
degistirmedikleri kontrol edilir. Yani bileske i¢indeki kutucuklarda bulunan degiskenlerden du-
rum degistirenler varsa bunlar dikkate alinmaz.

Ornek:
— A o 1
Y=A.B+A.B B
seklindeki lojik ola | 1
denklemi karno )
haritas1 kullanarak
. 1
sadelestiriniz.
Cozim: Y =T .
Cizelge 6.20
-ﬁrneh:_ A o 1
Y=A + A.B B
seklindeki lojik 0 ?\‘
denklemi karno
haritas1 kullanarak 1| A 1 ‘
sadelestiriniz. %4\9
B A
Coziim: Y =A+B
Cizelge 6.22

Ornek: A o 1
Y=AG+AB+AB B
seklindeki lojik 0 (1
denklemi karno
haritas1 kullanarak 1| A 1)
sadelestiriniz. 2 [T
/ \
Cozim: Y=A+B B
Cizelge 6.21
Ornek: A o 1
Y=A.B+A.B B
seklindeki lojik o (1)
denklemi karno -
haritas1 kullanarak 1/ ©
e . / AL
sadelestiriniz. / \
| \
2B A.B

Coziim: Y=A.E+AB
Not: Denklemde Cizelge 6.23
sadelesme olmamuistir.

2. U¢ Degiskenli Lojik Denklemlerin Karno Haritasiyla Sadelestirilmesi:

Bu yontemde su kurallar gecerlidir:
1. Bitisik dort kutucukdaki 1'ler tek bileske

olarak gruplanir.

I1. Bitisik iki kutucukdaki 1'ler iki bileske olarak gruplanir.
1. Her kutucuk ii¢ degiskenli bileske olarak ifade igerir.

IV. Kenarlarda bulunan 1'ler, harita silindir
ikili ya da dortlii bileske olusturabilir.

Ornek: Y=A.BET+A.BEC+AB.C+AB.C
seklindeki lojik denklemi karno haritas:
kullanarak sadelestiriniz.

Coziim: Y=E.T +B.C

B.C
XBoo 01 1\ 10
of 1| ]
1 gj
\
B.C
Cizelge 6.24

gibi kabul edilerek diger kdsede bulunan 1'lerle

Ornek:Y = A ET+ABT+AB.C+AB.C
seklindeki lojik denklemi karno haritas:
kullanarak sadelestiriniz.

Coziim: Y = AC+A.C

CA'BOO 01 1 10
of(1 | 1)
1 QE
il AC
Cizelge 6.25
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fl"ﬂ"_“: o XPBoo 01 11 10
Y=ABC+ABU+ABU+HA BC+AB.CFAB.C — T
seklindeki lojik denklemi karno haritasi of (1 1 1 1)
kullanarak sadelestiriniz.

1 1|1
Coziim: Y =B + T | [
B ot
Cizelge 6.26
Ornelk: Y = ABT+AB.C+rABT +AB.C C 8Boo 01 11 10
seklindeki lojik denklemi karno haritasi N
kullanarak sadelestiriniz. 0 ‘ 1 ﬁ
Cozim: Y=AB+ AR 1 ey U
I I
AB AB
Cizelge 6.27
3. Dort Degiskenli Lojik AB
Denklemlerin Karno Haritasiyla c.oN\__%0 o1 " 10
Sade!e_stlrllmesu Bu yontemde su kurallar 00 1y
gecerlidir: i ) h ” .
L. Bitisik 8 kutucukdaki 1'ler tek bileske olarak
gruplanir. o1 1 1|
I1. Bitisik dort kutucukdaki 1'ler iki degiskenli N 1 5 13 o
bileske olarak gruplanir.
II1. Bitisik iki kutucukdaki 1'ler ii¢ degiskenli 11
bileske olarak gruplanir. 3 7 15 11
IV. Her kutucuk dért degiskenli bileske olarak 10 QF
ifade edilir. ! !
V. Kenarlarda bulunan 1'ler harita, "kiire" gibi 2 of 14 10

kabul edilerek diger kosede bulunan 1'lerle ikili

ya da dortlii bileske olusturabilir. Y1=AB.D, Yp=B.C.D, Y3=A.C.D

Cizelge 6.28
Ornek:

Y = A.B.C D+AB.C.0+A.B.C D+A.B.C.0+A.B.C.D seklindeki lojik denklemi karno
haritas1 kullanarak sadelestiriniz.

Coziim: Y = ABIH+E.C.D+A.C.D

E. Karnough Haritasiyla Lojik Devre Tasarimi
Lojik kapilar kullanilarak ¢esitli endiistriyel devreler tiretmek miimkiindiir.

Lojik kapilarla devre tasarimi yapilirken su kurallara uyulur:
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2 Yapilmak istenen isin tiim ayrintilari belirlenir.
2 Yapilmak istenen ige gore dogruluk tablosu hazirlanir.
#Dogruluk tablosunun ¢ikisinin 1 oldugu kademelerin dogruluk tablosu yazilir.

#Dogruluk tablosundan elde edilen lojik denklem boolean ya da karno haritasi teoremlerinden
yararlanilarak sadelestirilir.

2 Sadelesmis denklemin lojik kapili devresi ¢izildikten sonra TTL ya da CMOS entegrelerle
iiretim yapilir.

Ornek: Ug anahtarli girisin s6z konusu oldugu dijital bir devrede anahtarlardan ikisinin ya
da ii¢liniin '1' konumunda olmasi durumunda ledin (alicinin) ¢aligmasi istenmektedir.

a. Yapilmak istenilen islemin dogruluk ¢izelgesini hazirlayiniz.

b. Dogruluk cizelgesine gore lojik denklemi yaziniz.

¢. Lojik denklemin kapili devresini ¢iziniz.

d. Lojik denklemi {i¢ degiskenli karno haritasi kullanarak sadelestiriniz.

e. Karno haritasindan elde edilen denklemin lojik kapili devresini ¢iziniz.

Coziim: — —_ -
b.Y=ABC+AHBC+ABL+AB.C
A GG LY | c.
[ ' A
Flikjin] o A
Ofiaf1fo C
af1f{afo A
— B
i11{1]1 |=AB.C c
[lafo]o A y
1{ol1|1 FABC 8
11|01 |FABC A
111 1|= B
1 AB.C o
d. e A [>
AB B
00 01 1 10 B I:\) —
| Y
0 "5y 2 T
0 2 6 4 c |:-_>
1 % 1) 1E Aciklama: Verilen & N,
> 3 7 " ciklama: Verilen 6rnekte goriildiigii
gibi 7 adet lojik kapi ile kurulabilen devre
Y=AB+B.C+A.C karno haritas1 yontemiyle sadelestirilince 4

lojik kapr ile kurulabilmektedir.

Ornek: 3 adet alict (lamba, motor, réle, led vb.) su sekilde ¢alisacaktir.

-A, B, C girislerinden ii¢ii '0' ya da '1' oldugunda 1. motor ¢alisacaktir.

-Giriglerden bir tanesi '1' oldugunda 2. motor, girislerden iki tanesi 'l' oldugunda hem 2. motor
hem de 3. motor ¢alisacaktir.

64



a. Yapilmak istenilen islemin dogruluk Céziim:
tablosunu hazirlayiniz.

b. Dogruluk tablosuna gore lojik a. %ﬁlquﬂr |
denklemi yaziniz. m

.. . .. Djojo] 1 1 ]
¢. Lojik denklemin kapili devresini glo 1| o 1 1]
¢iziniz. 01110 [0 0
al1ip1 o 1 1
i|j@jo| 0 1 i
} e o | 1 1
Ornek: Ug anahtarli girigin s6z 11 o]l o] 1 1
konusu oldugu dijital bir devrede 2,3,4 11131 1110 0
ve 5. kademelerde ¢ikistaki alicinin
caligmasi istenmektedir.
a. Yapilmak istenilen iglemin dogruluk
tablosunu hazirlaymniz. b. 1. motorun lojik denklemi:
b. Dogruluk tablosuna gore lojik Y{=ABT+ABC
denklen'l.l yazimz. o 2. motorun lojik denklemi:
¢ Lojik denklemin kapili devresini v 3 ¢/ ABT+ABC+ABT+AB.CHABT
grzimiz. L _ 1 11 1 ar uarI
d.. Lojik denklemi {i¢ deg1§1<'e1.111 karno = A.C.(B+B)+B.C.(A+A)+A.B.(C+0)
haritasi kullanarak sadelestiriniz. —XC+BL+AR
e. Karno haritasindan elde edilen fising T -
denklemin lojik kapil1 devresini ¢iziniz. Y3=AB.C+A.B.C+AB.L
Coziim:
A B C
a. KU s | Cikig c. = %,1—5;?
no 7
4
slelc| v [ m ' it
0o e (s 1
o] 0O 0 M4
1 J0j0] 1 0 -y
2|01 0 1
310
11 1 1 Yo
4 110 0 1 L My
1o 1] 1 it
LS
s|1[1]o] o |I
Fl1l1] i) ' D-f
Dl
_ _ _ _ —J}i‘ M3
b. Y=ABLC+AB.C+tABC+AB.C | '-'}

65



1 3 7 5
Y Y=Y + Y,
Y=AB+AE

Aciklama: 12 adet lojik kapr ile
kurulabilen devre karno haritas1 yontemiyle
sadelestirilince 5 lojik kapi ile
kurulabilmektedir.

Sorular

1. Y= A.B + A.B ifadesini karno haritas1 yontemini kullanarak sadelestiriniz.
2. Y= A.H.C + A.B.C ifadesini karno haritas1 yontemini kullanarak sadelestiriniz.

3. Y=A.B.C+A.B.C+A.B.C ifadesini karno haritas1 yontemini kullanarak sadelestiriniz.
Sadelesmis denklemin lojik kapili devresini ¢iziniz.
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